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SUMARIO

Este artigo examina as relacdes da area ocupada e tempo de operacao para alguns tipos
de somadores binarios. Discute-se, entre outra, os tipos: "ripple-carry", "previs3o de
carry" e "previsdo de carry logaritmico". Para este Ultimo apresenta-se um programa para
gerar automaticamente seu lay-out.

ABSTRACT
This paper examines space and time bounds for some binary adders. It includes a dis
cussion of: "ripple-carry", "carry-look-ahead" and "logarithmic look-ahead adders". A

routine for automatic lay-out generation of logarithimic look-ahead adders is presented.
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0 objetivo deste artigo & o estudo de alguns tipos somadores binarios de N bits adequa
dos para integrac3o em grande escala. Ao estudar um determinado projeto de somador, Teva
remos em conta n3ao somente o tempo de soma e o espaco ocupado pelo somador, como tambem
a regularidade de cada modulo e o problema topoldgico de ligagdo entre estes diversos mo
dulos.

Na secdo 2, lembramos que teoricamente uma soma de operandos de qualquer comprimento po
de ser feito em tempo constante, desde que tenhamos o circuito adequado - cujo espago
cresce exponencialmente com o niimero de bits. A seguir, focalizamos a situagao inversa ,
em que mostramos que com um circuito fixo podemos somar operandos de qualquer comprimen
to com tempo crescendo linearmente com o numero de bits dos operandos.

A secdo 3 apresenta o "Ripple Carry", que & um dos esquemas mais simples de realizar a
soma, tendo tanto o espago como o tempo O(N). A seguir & mostrado o "Manchester Carry -
Chain", um aperfeicoamento do "Ripple-Carry", com algumas caracteristicas proprias.

Na secdo 4 & apresentado o metodo de "Carry Lookahead". A versdo logarftmica do somador
€ discutida e um programa para geragao & apresentado.

Finalmente, a sec3o 5 apresenta comparagoes entre os varios métodos e as conclusoes  fi

nais.

COTA INFERIOR DE TEMPO E ESPAGO
COTA INFERIOR DE TEMPO

Como sabemos, qualquer fungao logica pode ser realizada em 3 etapas: na primeira, obte
mos os inversos dos dados de entrada (se eventualmente estes ja estdo disponiveis, esta
etapa pode ser dispensada); na segunda, obtemos os P-termos utilizando a operagdo 10gica
"E": finalmente na terceira etapa obtemos a fun¢ao desejada fazendo o "OU" dos P-termos
obtidos na segunda etapa.

Como a soma binaria de N bits nada mais & do que N funcoes de 2N, 2N-2, 2N-4, ..., 2 va
riaveis binarias, podemos utilizar esta idéia para obter um somador, como no esquema da
do a segui r: (a8, 2 Bits 4o Entrad (1y9) '
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Esta & a maneira mais rapida de achar a soma, cujo tempo de operacio & independente da
largura dos operandos. Este tempo tem o valor da soma do tempo de um inversor mais o tem
po do "E" mais o tempo do "OU"., Infelizmente, no entanto, a area necessaria e exponenci
al (basta ver que apenas para obtermos o sy precisamos de (2 ** (2*N)) Tinhas).

0 esquema acima apresentado supoe portas 1ogicas sem restricao de "fan-in". Se conside
rarmos que as portas podem ter "fan-in" maximo igual a 'R', ent3o a cota inferior de tem
po Winograd sera:

TEMPO = O(LOG(R) (2+N))
Porém tendo uma func3o area:

A = 0(2%*N)
Brent mostrou ser possivel construir somadores com "fan-in" limitado de forma que:

T = 0((1+E) *LOG(R) N)

A = O(N*LOG N)

Onde E ~ @ quando N - Infinito. (Brent)

i

COTA INFERIOR DE ESPACO

Tomando o extremo oposto do caso anterior, podemos tambeém realizar a soma de N bits ten
do apenas um somador de 3 bits (isto &, um circuito de complexidade constante). Com isto
sacrificaremos o tempo de soma, obtendo somas em um tempo linearmente dependente da Tlar

gura dos operandos.

Seria um esquema do seguinte tipo: . b

[ ]

SOMADOR DE

3 BITS

Este esquema, com apenas um somador, o carry de cada digito € realimentado para realizar
a soma dos bits de ordem imediatamente superior no ciclo seguinte da soma.

Neste caso temos: espaco O(N), tempo O(N) e espaco x tempo O(N?). Este esquema & o  que
provavelmente tem o melhor valor (espaco x tempo).
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No caso simples a soma de N bits & dividida em N somadores de 3 bits, cada un calculan
do:

51- =A1-(-BB1-®C1._]
Fi = AiBi + (Ai + Bi).C1_1
aib‘. 2y b‘
4 l‘i-] G ll
S S ce oo 000 S
s s,
Donde:
AREA = O(N)
E:

TEMPO = 0(3*N)
Pois em cada modulo acima, para se obter a soma a partir dos 3 sinais de entrada, neces
sitamos de 3 niveis logicos.

MANCHESTER CARRY CHAIN

F uma variante do somador com ripple carry onde & colocado um meio mais rapido para pro
pagacao do carry. Ao invés do carry Ci-] ser processado como uma variavel de entrada do
bloco somador (gastando no minimo 2 unidades de atraso para se propagar ao bloco seguin
te) faz-se com que o carry seja gerado ou bloqueado em cada estagio por meio de chaves
colocadas em série com o "percurso de carry". Esta operacao de acionamento de chaves po
de ser feita simultaneamente em todos os estagios de forma que o tempo de soma fica sen
do dependente do comprimento fisico da 1inha do carry.

0 diagrama a seguir ilustra a ideia.

Onde:
P =A; ©B;: Carry € propagado se A; # B;
K= (-A;).(-B;): Carry de saTda sera zero ("Kill")

G = A;.B;: Carry de saida sera um ("Gerador").
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A area ocupada & O(N), porém temos dois casos a analisar para o tempo de propagagao:
Caso 1 - Supondo que a propagacdo do carry seja em uma linha de transmiss3ao com  parame
tros distribuidos. No pior caso o tempo de propagagao & A*L**2, onde L & o  comprimento
da linha,

T = 0(L**2)
Caso 2 - Supondo que amplificadores sejam colocados a intervalos convenientes da  linha
de carry (Mead & Conway 80).

Amplificador

com Atraso D
n bits com atraso D

Temos (N/M) secOes com atrazo 4*D. Escolhendo-se M de tal forma que o atrazo D seja
igual ao de um nivel de logica:

TEMPO = (N/M)*4 = 0(4*N/M)

COMO EM GERAL M = 4,

TEMPO = O(N)

SOMADOR COM PREVISAO DE "CARRY"
PREVISKO DE "CARRY"

Ao se observar o circuito de um somador notamos que o que determina basicamente o tempo



44

de soma € a espera de cada somador elementar pelo carry do estd3gio anterior.

Uma idéia alternativa consiste em dividir os operandos de N bits, em grupos de P bits
(vamos supor que N & multiplo de P). Se pudéssemos saber instantaneamente qual seria o
carry resultante de uma soma de um grupo de P bits, ent8o seria possivel saber-se o re
sultado da soma dos N bits com uma velocidade P vezes maior,

Na realidade, este tempo de previsao n3o & nulo. Vamos supor que o tempo de previsao de
carry de um grupo de P bits & T. Neste caso o tempo de soma dos N bits sera:

N/P*T * (Tempo de um Estagio)
Podemos notar que este esquema & realmente mais rapido, por um fator de P vezes, mas a
sua velocidade continua sendo uma fungao Tinear de N.

Esta e a ideia central do somador de "Carry Lookahead", que tem um esquema do  seguinte
tipo:

a, a a b 3 b

] e d T ]

Cada caixa acima tem um circuito convencional (ripple-carry) para obter a soma dos P di
gitos e mais um circuito especial para obter o carry de saida (antes da soma).

Para este circuito teremos: espagco O(N), tempo O(N/P), espaco x tempo O(N**2/P).

Nos somadores de "Carry Lookahead" existem duas fungoes auxiliares de grande importan
da,wes%<ﬁﬁnwm como:

Gi = Ai‘Bi

Pi = Ai €>Bi
0 6; € a funcao de "Geragao de Carry", e informa se no i-&€simo estagio sera ou ndo gera
do um carry. 0 P; & a fungdo de "Propagagdo de Carry", e informa se o i-€simo estagio
propagara ou nao um carry que venha do estagio I-1.

Como sabemos que:

S; = A @B @,
C; = Aj.By + Aj.Coq + ByCy g
Podemos deduzir que:

;= Py @Ci,

Ci =Gy + Py.Chy ) )
A segunda expressdao & bem intuitiva, informando que este estagio ira ter um carry na sai
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. - "M
da, se ele for gerado aqui ou propagado do estagio anterior.
A vantagem de usar estas fungOes auxiliares P e G € que teremos circuitos mais  simples
do que se calculassemos os carry's diretamente dos Ai e By. Assim, para um bloco de 4
bits (P = 4), teremos as seguintes funcGes para o carry de safda:

Cq = Gy + G3.Py + GpuPy + Gy.PyuPgPy + C@,P1.P2.P3.P4.
Esta formula & tamb&m bastante intuitiva, e significa que ou o carry & gerado no quarto
estagio, ou entdo gerado no terceiro e propagado no quarto, e assim por diante.

CARRY LOOKAHEAD LOGARTTMICO

Uma outra solucdo, mais rapida e sofisticada, utiliza uma fungdo auxiliar mais complexa:
F((87, Py)s (650 P3))= (65 + Py.Gys PyuPy).

Onde I e J s3o quaisquer (n3o necessariamente adjacentes). E possivel mostrar que esta
funcao pode ser usada para calcular todos os carry's e que ela & associativa.

Isto tem a vantagem de que estes calculos podem ser iniciados em todos os estagios em pa

ralelo, dando um circuito em forma de arvore binaria:

Pa s

Este circuito produz, em um tempo logaritmico, o carry resultante da soma dos N bits (no
caso N = 8). No entanto, para obtermos os 8 bits da soma, n3ao basta termos C8. Necessita
mos também ter C], CZ, cees C7. Para obtermos estes carry's restantes, precisamos de
mais uma arvore binaria (parcial), montado segundo o esquema a seguir:
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Baseados nesta idéia, primeiramente descrita por Brent e Kung (79), podemos construir um
somador, cujas caracteristicas de tempo e espaco dadas por:

ESPAGO = O(n.log(n))

TEMPO = 0(Tog(n))
Para que o lay-out se torne regular Brent introduziu a nogao dos "processadores brancos"
e dos "processadores pretos" cujas fungoes 10gicas sao dadas por:

Processador preto: recebe como entrada - P 51’ 9i» §i

gerando: pout = PiP;

gout = g, + Pi95
Processador branco: recebe como entrada (gin, pin) e gera dois grupos de

sinais iguais tais que, gout = 9; pout = p;.
Finalmente, para a geracao de soma basta acrescentar um estagio final que realize:
Si = Pi + Ci_].
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Como o lay-out obtido & extremamente regular, temos no apendice 1 o texto fonte de um pro

grama para geracao automatica de somadores logaritmicos. Para adapta-lo a uma dada
nologia, basta se definir os lay-outs (em CIF, p.ex.) dos processadores brancos,
e de sua interconexdo. A fig. abaixo mostra uma saida simbolica do programa para

dor de 16 bits.

=16
FFP FPP FFP e PFF
Eﬁi FPP FFEP FFF FFF
PXF PXF FkF . FXF PXF
£33 HoK *0k Aok xok
* x X
X * *
KK *k *k
FXP . FXF . K .
FFP . . FEF .
e PRk e e Pk .
Hokok KKK
*k *k
KKK Kok
Aok *RK
. v KEF v . e
FFF .o .
. . . Fokrok e .
KoKAHORK
Hokolok
ok KooK
FFF vee e e e e e e Kok .
FFF .o Vo o .o o o . .
Faciookice v o e e e e e e e
ORI K
FolokioloioRkk
kORI AOKK R K
oKk IKK K
e e oo RRRIOKKR
S R
e Fkk
FolokRk
Aok
FKKKK
243 kK . FEF
FPF . FFF . FEF
Pk e FoRk Friok
Hark HoRk
Hok *ok "
X
****** Kok
FPF e *KP . FFF kP ﬁﬁﬁ
FFP FFP . FFF FFF FER
FAP o FXF FAF FXF FXF
Ao HK K *k *k
* X * x
* * * *
ok *K Kok **
. . X *e ok

CONCLUSTES

FPF
FFP
FXP
Kk
X
X
*k X%
FXP oKy
FFP o
Fak
Hokk
*k
Kok
kK
. Kk
KAKKKK
HRRKKK
R
. . FFF
. FroK

Para somadores de tamanho moderado, a melhor opgao continua sendo o

Chain, que tem tanto a area como o tempo linear com n.

tec
pretos
um soma

FPP e o
FFP o
FxP
*K
x
3
ok
. N
o .
ok
K
KoKk
Rk
KKP
FFP .
PAF o
*K
X
*
*K

Manchester Carry

Para somadores de tamanho grande, onde a velocidade & um fator importante, o circuito

com previsdao de carry logaritmico & o mais indicado, pois com ele temos um lay-out regu

lar, adaptado para circuito com alta integragao com uma penalidade de area que

cresce
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com n.log(n). A tabela abaixo mostra um resumo dos resultados obtidos.

SOMADOR TEMPO ESPAGO
Ripple-Carry 0(3n) 0(n)
Manchester 0(n) 0(n)
Lookahead simples 0(% n) 0(n)
Lookahead Togaritmico 0(2 log(n)) 0(n.Tog(n))
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